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EXERCICE 3 (5 points)

Commun à tous les candidats

On se place dans l’espace muni d’un repère orthonormé dont l’origine est le point A.
On considère les points B(10 ; −8 ; 2), C (−1 ; −8 ; 5) et D(14 ; 4 ; 8).

1.a) Déterminer un système d’équations paramétriques de chacune des droites (AB) et (C D).

b) Vérifier que les droites (AB) et (C D) ne sont pas coplanaires.

2. On considère le point I de la droite (AB) d’abscisse 5 et le point J de la droite (C D) d’abs-
cisse 4.

a) Déterminer les coordonnées des points I et J et en déduire la distance I J .

b) Démontrer que la droite (I J ) est perpendiculaire aux droites (AB) et (C D).
La droite (I J ) est appelée perpendiculaire commune aux droites (AB) et (C D).

3. Cette question a pour but de vérifier que la distance I J est la distance minimale entre les
droites (AB) et (C D).
Sur le schéma ci-dessous on a représenté les droites (AB) et (C D), les points I et J , et la droite
∆ parallèle à la droite (C D) passant par I .
On considère un point M de la droite (AB) distinct du point I .
On considère un point M ′ de la droite (C D) distinct du point J .

a) Justifier que la parallèle à la droite (I J ) passant par le point M ′ coupe la droite ∆ en un
point que l’on notera P .

b) Démontrer que le triangle MP M ′ est rectangle en P .

c) Justifier que M M ′ > I J et conclure.
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1. a. �Déterminons un système d’équations paramétriques de chacune des 
droites ( AB ) et ( CD ): 

D’après le cours, nous savons que:

• Soit A (  A ; yA ; zA ) un point de l’espace .

• Soit  ( a ;  b ; c ) un vecteur non nul de l’espace .

• �La droite passant par A de vecteur directeur  admet pour 
représentation paramétrique:

	   = A + t . a
	  y = yA + t . b	 , t   .

	  z = zA + t . c

• En ce qui concerne la droite ( AB ):

Ici:  • �la droite ( AB ) passe par le point A ( 0 ; 0 ; 0 ) ,

	 • �un vecteur directeur  de la droite ( AB ) est:   = AB,

	 cad:   
10
- 8
2

 ,   car:  B ( 10 ; - 8 ; 2 ) .

D’où une représentation paramétrique de la droite ( AB ) passant par A et 
de vecteur directeur  ( 10 ; - 8 ; 2 ) s’écrit:
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	   = 10 . t
	 (   )     y = - 8 . t    , t   .

	    z = 2 . t

• En ce qui concerne la droite ( CD ):

Ici:  • �la droite ( CD ) passe par le point C ( - 1 ; - 8 ; 5 ) ,

	 • �un vecteur directeur  de la droite ( CD ) est:   = CD,

	 cad:   
15
12
3

 ,   car:  C ( - 1 ; - 8 ; 5 )   et   D ( 14 ; 4 ; 8 ) .

D’où une représentation paramétrique de la droite ( CD ) passant par C et 
de vecteur directeur  ( 15 ; 12 ; 3 ) s’écrit:

	  ’ = - 1 + 15 . t’

	 (   )     y’ = - 8 + 12 . t’    , t’   .

	    z’ = 5 + 3 . t’

Au total:  nous venons de déterminer un système d’équations paramétriques 
pour chacune des droites ( AB )   et   ( CD ) .

1. b. �Vérifions que les droites ( AB )   et   ( CD ) ne sont pas coplanaires:

D’après le cours, lorsque nous avons deux équations paramétriques  
de droites,  pour démontrer qu’elles sont non coplanaires, nous devons  
montrer:  • �que les vecteurs directeurs des deux droites ne sont pas  

colinéaires,
	 et:  • �que les deux droites ne sont pas sécantes .
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• Ici, les vecteurs directeurs des droites ( AB ) et ( CD ) ne sont pas colinéaires:

En effet, il n’existe pas de réel  tel que:

AB =  . CD,   avec:  AB 
10
- 8
2

   et   CD 
15
12
3

 .

• Ici, les droites ( AB ) et ( CD ) ne sont pas sécantes:

En effet, les droites ( AB )   et   ( CD ) sont sécantes ssi leur point d’intersection  
( s’il existe ) vérifie le système:

	 (   ) = (   )   <=>  
10 t = - 1 + 15 t’
- 8 t = - 8 + 12 t’
2 t = 5 + 3 t’

    , t, t’ ı ¨

	 <=>  
15 t’ - 10 t = 1
12 t’ + 8 t = 8
3 t’ - 2 t = - 5

     .

Or ce système est impossible:  la 1 ère équation n’est pas égale à 5 fois  
la 3 ème équation !

Au total:  les droites ( AB ) et ( CD ) ne sont pas coplanaires .

2. a. a1. �Déterminons les coordonnées des points  et J:

• En ce qui concerne le point :

Le point  appartient à la droite ( AB ),   avec:   ( 5 ; y  ; z  ) .

Dans ces conditions, ses coordonnées vérifient le système:  (   ) .

Ainsi:  (   )   <=>  
5 = 10 t
y  = - 8 t
z  = 2 t
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	 <=>  

t = 1
2

y  = - 8 x  1
2

 

z  = 2 x  1
2

 

   =>  
 = 5

y  = - 4
z  = 1

 .

D’où:   ( 5 ; - 4 ; 1 ) .

• En ce qui concerne le point J:

Le point J appartient à la droite ( CD ),   avec:  J ( 4 ; yJ ; zJ ) .

Dans ces conditions, ses coordonnées vérifient le système:  (   ) .

Ainsi:  (   )   <=>  
4 = - 1 + 15 t’
yJ = - 8 + 12 t’
zJ = 5 + 3 t’

	 <=>  

t’ = 1
3

yJ = - 8 + 12 x  1
3
 

zJ = 5 + 3 x  1
3
 

   =>  
J = 4

yJ = - 4
zJ = 6

 .

D’où:  J ( 4 ; - 4 ; 6 ) .

2. a. a2. �Déduisons-en la distance J:

La distance J est:  J = ( 4 - 5 ) 2 + ( - 4 + 4 ) 2 + ( 6 - 1 ) 2

	 cad:  J = 26 .

D’où la distance J est égale à:  26 .
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2. b. �Montrons que la droite (  J ) est perpendiculaire aux droites ( AB ) et ( CD ):

Nous avons:  AB 
10
- 8
2

 ,   CD 
15
12
3

   et    J 
- 1
0
5

 .

Ici la droite (  J ) est perpendiculaire aux droites ( AB ) et ( CD ) car:

	 •  J  . AB = 0:  - 1 x 10 + 0 x ( - 8 ) + 5 x 2 = 0,

	 •  J  . CD = 0:  - 1 x 15 + 0 x 12 + 5 x 3 = 0 .

Au total:  la droite (  J ) est perpendiculaire commune aux droites ( AB ) et ( CD ) .

3. a. �Justifions que la parallèle à la droite (  J ) passant par le point M’ coupe  
la droite  en un point P:

Notons préalablement que:  • �les droites ( AB ) et (  J ) ont le point  en commun ;

	 • �les droites ( CD ) et (  J ) ont le point J en commun .

Ainsi, comme le point M’ est sur la droite ( CD ) et n’est pas le point , le point  
M’ n’appartient pas à la droite (  J ) .

Les points , J et M’ définissent donc un unique plan (  JM’ ) .

De plus, les droites ( CD ) et  sont coplanaires car elles sont parallèles,  
et elles sont contenues dans le plan (  JM’ ) .

D’où dans le plan (  JM’ ), la droite (  J ) est sécante à la droite  en  et donc  
la parallèle à la droite (  J ) passant par M’ coupe la droite  en un point P .

Au total:  la parallèle à la droite (  J ) passant par le point M’ coupe la droite  
 en un point P .
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3. b. �Démontrons que le triangle MPM’ est rectangle en P:

Les droites ( AB ) et  ont le point  en commun .

Ces deux droites ne sont pas confondues car sinon ( AB ) et ( CD ) seraient  
parallèles, ce qui est impossible du fait de la question 1. b.

Ces deux droites sont donc sécantes et définissent ainsi un plan 3 .

De plus, la droite (  J ) est perpendiculaire aux droites ( AB ) et ( CD ) .

D’où, comme  est parallèle à ( CD ), la droite (  J ) est par conséquent  
orthogonale à  .

Ainsi:  la droite (  J ) est perpendiculaire au plan 3 et la droite ( M’P ), qui est  
parallèle à la droite (  J ), est aussi perpendiculaire au plan 3. Donc la droite  
( M’P ) est orthogonale à toutes les droites du plan 3, la droite ( PM ) comprise .

Au total:  le triangle MPM’ est bien rectangle en P .

3. c. �Justifions que MM’ > J et concluons:

Notons que:  • les droites ( JM’ ) et (  P ) sont parallèles,

	 • les droites ( J  ) et ( M’P ) sont parallèles .

D’où le quadrilatère M’J P est bien un parallèlogramme avec M’P = J  .

D’où, d’après le théorème de Pythagore: 

	 MM’ = ( M’P ) 2 + ( PM ) 2 ≥ ( M’P ) 2 = J .

En conclusion, comme M et M’ sont des points des droites ( AB ) et ( CD ) avec  
M   et M’  J:  MM’ > J .

La distance J correspond à la plus petite distance entre les droites ( AB ) et ( CD ) .




