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PROBLEME I

On lance indéfiniment une piéce dont la probabilité de tomber sur Pile est p € ]0,1[, et celle de tomber
sur Face est g =1— p. On suppose les lancers indépendants.

1° Dans cette question, on lance la piéce trois fois.
(@) Quelle est la probabilité que la piece tombe sur Face lors des deux premiers lancers et sur Pile
lors du troisieme lancer?
(b) Quelle est la probabilité que la piece tombe sur Face lors des trois lancers ?

Pour tout entier naturel k supérieur ou égal a 1, on pose py = qk_l - qk . On définit de plus
Sk=p1+-+pk et Ex=pi+2pp+---+kpg.

2° Soit k un entier supérieur ou égal a 1.
(a) Montrer py = qu_l.
(b) Montrer S =1- qk.
(c) Montrer Ez=1+¢g+ q2 —3q3.
(d) Montrer Ex=1+q+---+ qk_l - qu.
3° (a) Déterminer la limite de la suite (S;,).
(b) On admet que la suite (nq") converge vers 0. 1
Montrer que la suite (E;;) converge vers une limite E égale a E

Soit n un entier supérieur ou égal a 1. On lance la piece n fois successivement et on s’intéresse a la pre-
miere apparition de Pile. On note X, la variable aléatoire égale au numéro de cette premiere apparition
de Pile dans les n lancers quand elle existe, avec la convention que X, = 0 si la piece ne tombe jamais sur
Pile dans les n lancers. Autrement dit :
* X,, =0 si la piece tombe toujours sur Face lors des n lancers;
e X, =1 sila piece tombe sur Pile lors du premier lancer;
et, pour tout entier k tel que 2< k< n,
e X, = k sila piece tombe sur Face lors des k — 1 premiers lancers et sur Pile lors du lancer numéro k.
4° On conserve les notations qui précedent, et on note P(A) la probabilité d'un événement A.
(@) Pour k entier tel que 1 < k < n, montrer que P(X, = k) = pk.
(b) Déterminer P(X, =0).
(c) Donner une interprétation probabiliste de la question 3°(a).
5° (a) Que représente E,;?
(b) Donner une interprétation probabiliste de la question 3°(b).
6° On rappelle que E a été défini dans la question 3°(b). Pour tout n € N*, on note Q, = —
On s’intéresse au graphique reliant les points de coordonnées (S,, Q).
(a) Justifier que pour tout n€N*, Q, =S, —np(1-S,).
In(1-S,)
Ing
(c) En déduire une fonction f telle que pour tout n e N*, Q, = f(S,).

(b) Vérifier que n = , puis Qn=8n—£(l—8n)ln(1—8n).
n

7° (@) Justifier que f est convexe sur [0, 1] et calculer f(0).
(b) On admet que zln(z) tend vers 0 lorsque z tend vers 0 par valeurs supérieures. En déduire la
limite de f(x) quand x tend vers 1 par valeurs inférieures.
(c) Que peut-on dire de la position de la courbe de f par rapport a la droite d’équation y = x?
Donner l'allure de la courbe de f sur [0, 1.

- , o . (1-x)2%(1
8° (a) Vérifier qu'une primitive de la fonction x — (1-x)In(1-x) sur [0, 1[ est x — 5 In(1-x)|.
A
(b) Soit A€]0,1[. En déduire la valeur de f fx) dx.
0

(c) On appelle indice de Gini associé a la fonction f le réel égal a deux fois l'aire située entre la

courbe de f et la droite d’équation y = x.
p

Déduire de ce qui précede que I'indice de Gini associé a f est G(p) = o= i—p"
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PROBLEME II

Lobjectif de ce probleme est d’étudier, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, 'équation

=" x4l

ou I'inconnue x est un nombre réel.

1° Soit P, la fonction polyndme définie, pour tout réel x, par
Py(x)=x*>—x—1.

Résoudre I'équation P»(x) = 0. Montrer que 'une des solutions est strictement inférieure a 0 et que
I'autre solution est strictement supérieure a 1.

2° Soit P3 la fonction polynéme définie, pour tout réel x, par

2_x-1.

P3(x) = X-x
(a) En étudiant les variations de P3, montrer que 1'équation P3(x) = 0 admet une unique solution
réelle, que I'on notera as et qu'on ne cherchera pas a calculer. Montrer que as > 1.
(b) Ecrire un algorithme qui donne une valeur approchée de as 2 1072 prés.

3° Soit P4 la fonction polynéme définie, pour tout réel x, par

Py(x) =xt-x3 - -x-1.
Montrer que I'’équation P4(x) = 0 admet deux solutions a4 et b, telles que by <0 <1 < a4. On ne
cherchera a calculer ni a4 ni by.

On se place maintenant dans le cas général.
On désignera désormais par n un entier supérieur ou égal a 2.
On note P, la fonction polyndme définie, pour tout nombre réel x, par

n—1
Ppx)=x"—x" - x"E i x—1=x" - ) &K,
k=0

et on pose, pour tout nombre réel x, Q,(x) = x*1 —2x" +1.

4° (a) Donner une expressionde 1+x+---+ x"1 lorsque x est réel et x # 1.
(b) En déduire que, pour tout nombre réel x, P,(x) =0 implique Q,(x) =0.
(c) Limplication réciproque est-elle vraie?
5° (a) Calculer la fonction dérivée de Q, et résoudre sur R I'équation Q;(x) =0.
(b) Donner le tableau de variations de Q,, sur [0, +ool. Préciser les valeurs de Q,(1) et Q,(2).
(c) En déduire que, dans l'intervalle ]1,2[, I'équation Q,(x) = 0 posséde une unique solution. On
note a,; cette solution, qu'on ne cherchera pas a calculer.
(d) Montrer que a;, est 'unique solution positive ou nulle de I'équation P,(x) = 0.
2n
6° Quelle est la limite de la suite ( " 1)?
n
On admet le théoréme d’encadrement suivant : si (1), (v,), (wy,) sont trois suites réelles telles que, pour
tout entier naturel n, u, < v, < wy, et si (u,) et (w,) convergent vers une méme limite ¢, alors (v,)
converge aussi vers £.

7° Montrer que la suite (a,) est convergente et donner sa limite.
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Dans les questions suivantes, on suppose que n est un entier naturel pair supérieur ou égal a 2.
On note k 'entier tel que n =2k.

8° (a) Montrer que Q. est strictement croissante sur |—oo, 0].
(b) Préciser Qy(—1).
(c) Montrer que I'équation P, (x) = 0 admet une unique solution appartenant a ]—1,0[. On note
by cette solution.
(d) Combien I'équation Py (x) =0 a-t-elle de solutions dans R?

9° (a) Montrer que, pour tout nombre réel appartenant a ]—1,0[, on a Qa42(x) = Qo5 (xX).
(b) En déduire le signe de Q242 (by).
(c) Montrer by, < byg.

Les questions précédentes permettent d’établir que la suite (by) est une suite décroissante dans ]—1,0[.
On admet que cela entraine que cette suite converge vers un nombre réel ¢ appartenant a [—1,0]. Le but
de la question suivante est de montrer que ¢ = —1.

10° (a) Pour tout entier k, déterminer le signe de Q. (¢).
(b) Soit x € ]-1,0[. Que peut-on dire de Q»x(x) quand k tend vers 'infini?
(c) En déduire que ¢ = —1.

11° Montrer que la suite ") converge vers une limite qu'on déterminera.
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