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Sujet 2
EPREUVE D’ENSEIGNEMENT DE SPECIALITE
EXERCICE 1 5 points

Les parties A et B sont indépendantes.

Partie A

a. Reproduire I'arbre ci-contre et complé- 0,6 R\?

ter les pointillés. 0,53

b. On a p(RN F) = p(R) x pr(F) = 0,6 x

0,47 = 0,282. 0,4 E/

2. 1l faut trouver pg(F)

D’apres la loi des probabilités totales, on a :

p(F) = p(ENR)+p(FAR) = p(RNF) + p(RnF), soit:

0,38 = 0,282+p(EmF), d'olt p(EmF) = 0,380,282 = 0,098.

Puis p+(F) RnF _ 0,098 0,0245

1 — = = = , .

PR R 0,4
FnR) 0,282 . .

3. Ona pr(R) = P ) = ~ 0,74, soit 74 %. L'affirmation est fausse.
p(F) 0,38

4. a. Lechoixdes 20 clients s’effectue de facon indépendante et chaque tirage corres-
pond a un choix de probabilité 0,38, la variable aléatoire X donnant le nombre
de clients ayant acheté la carte de fidélité est une loi binomiale de parameétres
n=20, p=0,38.

b. On a p(X < 4) = 0,0726, donc p(X > 5) = 1 —0,0726 soit environ 0,927 3 soit
0,927 au millieme pres.

Partie B

1. Lavariable aléatoire X, suit la loi binomiale de parameétres n = 1000 et p = 0,47 donc
son espérance E(X,) est égale a np = 1000 x 0,47 = 470.

Cela signifie qu’en moyenne, sur un échantillon de 1000 clients réguliers, il y en aura
470 qui ont acheté la carte de fidélité.

On note Y = Y7 + Y» la variable aléatoire égale au total général, en euros, des montants
offerts (bon d’achat et prime de fidélité) aux 1 000 clients. On admet que les variables aléa-
toires Y; et ¥> sont indépendantes.

Y
On note Z la variable aléatoire définie par Z = Too00"



2. Lavariable Z représente la moyenne par client des montants offerts aux 1 000 clients.

e On utilise la linéarité de 'espérance.
VA Y d E(Z) E(Y) tY=Y1+Y>d E(Y)=E(Y1)+E(Y>2)
= ——donc =——etY= onc = .
1000 1000 L ! 2

De plus, Y, = 50X, donc E(Y,) =50E(X,) =50 x 470 = 23500
On sait que E(Y;) = 30000.

On en déduit que : E(Y) = E(Y;) + E(Y2) = 30000 + 23500 = 53500, et donc que

E(Y) 53500
E(Z)= —— = ———— =53,5.
1000 1000

¢ Lesvariables étant indépendantes, on va utiliser I'additivité de la variance.
VY) =V + V) = V(1) + V(Ya), V(Ya) = V(50X,) =502V (X5) = 2500V (Xo),

Y V() V(Y)
et V(2) =V | 1g55) = Toock =
1000 10002 106

La variable aléatoire X, suit la loi binomiale de parametres n = 1000 et p = 0,47
donc sa variance V(X,) est égale a np(1 — p) =1000 x 0,47 x (1-0,47) =249, 1.
On en déduit que V(Y2) = 2500V (X,) = 2500 x 249,1 = 622750.

On sait que V(Y7) = 100000 donc

V(Y)=V(Y)+ V(Y2) =100000 + 622750 = 722750.

V(Y) 722750
V(Z)= = =0,72275
108 108

3. Lavariable aléatoire Z a pour espérance E(Z) = 53,5 et pour variance V(Z) = 0,72275
donc, d’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a:
V(Z)
52
51,7<Z<55,3 < 53,5-1,8<~2<53,5+1,8 < -1,8<~2-53,5<1,8
< |Z-53,5/<1,8

En remplacant E(Z) et V(Z) par leurs valeurs, et en prenant ¢ = 1,8, 'inégalité de

pour toutd € ]0; +oo[, P(|Z-E(2)| = 6) <

0,72275
Bienaymé-Tchebychev devient : P (|Z - 53,5| > 1,8) < e
L1 R . 0,72275
En considérant I’événement contraire, on a: P (|Z —53, 5| <], 8) >1- 7
0,72275
-—=0,777
1,82

Donc la probabilité que Z soit strictement compris entre 51,7 euros et 55,3 euros est
supérieure a 0, 75.

EXERCICE 2 4 points

Pour chacune des affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse. Chaque réponse
doit étre justifiée. Une réponse non justifiée ne rapporte aucun point. Les quatre questions de
cet exercice sont indépendantes.

A(0;4;-1), B(6;1;5 et C(6;-2;-1).

2
Affirmation 1 : Le vecteur 7; 2 | est un vecteur normal au plan (ABC).
-1

6 6
OnaAB|-3]|et AC|-6].
6 0



Orn-AB=12-6-6=0et n-AC =12—12+0=0. -
Or il est admis que les points A, B et C ne sont pas alignés, donc les vecteurs AB et AC ne
sont pas colinéaires.

Donc le vecteur 71) est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (ABC) : c’est un
vecteur normal a ce plan : affirmation Vraie. Affirmation 2 :

On sait que :
M(x;y;z)e(AB)(:»m:uHS).
. x-0 . 6 1—. 2
Avec AM| y—-4 |etAB|-3]|, vecteur qui est colinéairea —AB | —1|.
z—(-1- 6 3 2
x-0 = 2u x = 2u
Donc M(x; y; z) € (AB) — y—4 = —u ouUeR. < y = 4-u ou €
z—(-1) = 2u z = -14+2u
R.
On pose u =t + 1 et on obtient un autre systéme paramétrique :
x = 2t+2
M(x; y; 2 €(AB) < y = 3—-t outelR.
z = 2t+1

Laffirmation est Vraie.

Affirmation 3 : Puisque & est orthogonal a la droite(AB) , le vecteur AB ou plus simplement
1— 2
le vecteur —AB | —1 | est un vecteur normal au plan 2.
2
Onsait qu'alors M(x; y; 2) € P < 2x—y+2z+d=0avecd eR.
CommeC6; —-2;-1)eP <— 12+2-2+d=0 < 12+d =0 < d =-12, on obtient
finalement :
M(x;y; 2€ 2 < 2x—y+2z—12=0:1affirmation est Fausse.

X = 3+t x = 2t
P y = 1+t outeR; 9 y = 4-t out eR.
z = 24t z = -1+2¢

Affirmation 4 : 2 et 2’ ne sont pas coplanaires.

1
La droite 2 contient le point D(3; 1; 2) et a pour vecteur directeur ?i 1] et la droite &'
1
. 2
contient le point E(0; 4; -1) et a pour vecteur directeur d’ | —1 |.
2

Les vecteurs d et d’ ne sont pas colinéaires donc les droites ne sont pas paralléles.
Si elles ont point commun les coordonnées de celui-ci vérifient les deux systémes d’ou le
nouveau systeéme :

2
3+t = 2t 3t = 2t'-3 r = —t'-1
1+t = 4-1 =<t = 3-t¢ =1 ; = 33_tr =
— ! _ !
2, , 5 , , 12
—t-1 = 3-t¢ -t = 4 tr = — N ,
3 ~— < 3 — 5 Le systeme n’a pas de
3-¢ = -3+2¢ 6 = 3¢ 2 =t
solution.

Conclusion : les droites ne sont ni paralleles ni sécantes : 'affirmation 4 est Vraie



EXERCICE 3 5 points

Soit a un nombre réel strictement supérieur a 1.
On consideére la suite (u,) définie par uy = a et, pour tout entier naturel 7 :

Uns1 = U2 — 21Uy +2.

On admet que pour tout entier naturel n, u; > 1.
Lobjectif de cet exercice est d’étudier la suite (u,) pour différentes valeurs du nombre réel

a.

Partie A : étude de la suite (#,,) danslecas1 < a <2

1.

a.

b.

D’apres la définition : pour tout entier naturel n

Upil = ufl—Zun+2 = Uy —2= u,21—2un < Upi1—2=uy (U, —2).
Meéthode 1 : d’apres la définition : pour tout entier naturel n

Ups1 = U2 —2Up+2 < Upp1 = (Up—1)2 =142 = Upi1 = Uy - 1> +1 =
Une1 = Un = (Un = 1> +1=Up < Ups1—Up = Uy =1*=1(Up—1) = Ups1 —
up=WUp—D(Up—1-1) =] <= upt1—uUp=(up—1) (uy-2)

Meéthode 2 : Soit Py, = U4y — Uy = U2 —2uy +2— uy, = u2 —3u, +2; en posant
U, = x, on obtient

P, =x%*-3x+2:cetrindme a deux racines (car A=3%-4x2=1):

3+1 3-1
Xxj=——=2etxp=——=1.
2 2

Donc P, =(x—-1)(x—-2) =(u, —-1) (u, —2).

Initialisation: uy=aetl < a<2,donc uy <2 :1I'inégalité est vraie au rang 0;
Hérédité : soit n e N tel que u,, <2.

Up <2 < up,—-2<0etonaadmisque u, >1 < u,—1>0,doncdapresle
1b. (1, —-1)(u, —2) <0cest-a-dire up11 — Uy <0 < uUps1 < up <2, dolt par
transitivité : u,4+; <2 :'inégalité est vraie au rang n + 1.

Conclusion : I'inégalité est vraie au rang 0 et si elle est vraie au rang n, elle I'est
aussi au rang n + 1, donc par le principe de récurrence :

pour tout naturel neN, 1 < u;, <2.

On a vu dans la question précédente que 1 < u,+] < U, <2 qui montre :
¢ que la suite (u,) est décroissante;
¢ que la suite (u,) est minorée par 1.
La suite (u,) est monotone décroissante et minorée parle 1 : elle converge donc
versunréel £ > 1.
Par continuité de la fonction polynéme x — x?—2x+2, larelation de récurrence
donne a la limite en plus I'infini :

/-1 = 0 ¢ =1
0=0?-20+2 < (?-30+2=0 ou = ou

/-2 =0 Z = 2
¢ =2 n’est pas possible puisque ¢ < 2, donc ¢ = 1.

Partie B : étude dans le cas particulier a = 2

1. u(2,1) renvoie 2 et u(2,2) renvoie 2



2. On peut conjecturer que la suite (u,) est constante : u, =2 quel que soit n € N

Partie C: étude dans le cas général

1. On considere la suite (v,) définie, pour tout entier naturel n, par v, =In(u, —1).

a. Quel que soit n€N, vy =In(upr1 —1) =In (v —2u, +2-1) =In[(u, - 1)?] =
2In(u, —1) car on sait que u, >1 < u,; —1>0.
Finalement: v,,11 =2In(u, — 1) = 2v,,.
Légalité v,+1 = 2v, vraie pour tout n € N montre que la suite (v,) est une suite
géométrique de raison 2 de premier terme vy =lna—1)

b. On sait que quel que soit n €N, v, = vy x 2" =2"1In(a-1).
On peut écrire v, = In(a — D% =In(u, -1) soit par croissance de la fonction
logarithme népérien :

@a-1%"=up-1 <= u,=1+@@-1>2%" =1+e2"Inla-b,
2.
e Sil<a<?2,alors0<a—-1<1=In(a—1) <0 (par croissance de la fonction loga-
rithme népérien).
Onadonc2”In(a—-1) <0 eton sait que lim e?'m@=D — o donc lim u,=1.
n—+oo n—+oo
e Sia=2,In(a-1)=In1=0,donc2”In(a—1) =0et u, =1+ 1 =2. u est constante et
on peut écrire nEIPm Uy =2.
e Sia>2,a-1>1,doncIn(a-1)>0et lim e* ™%V =450 donc lim u, = +oo.
n—+oo n—+00
La suite est divergente.
EXERCICE 4 6 points

! P | : ,

T T T L

1 2 3 4 5

_1 =4
T

Partie A : étude graphique

On répondra aux questions suivantes en utilisant le graphique.

1. a. Onlit f(0) =2.
b. Déterminer f'(0). Le nombre dérivé f'(0) est égal au coefficient directeur de la

0-2
droite (NP) soit a > 0o =-1=f'(0)

2. Ilsemble que f(-2) = f(2) =0. S={-2; 2}.



3. Ilsemble que la fonction est convexe sur I'intervalle [0 ; +oo[ : sur cet intervalle toutes
les tangentes a la courbe représentative 6y sont sous cette courbe.

Toujours graphiquement sur 'intervalle [0 ; +oo[ les coefficients directeurs des tan-
gentes a la courbe (-1 et 0 au voisinage de plus I'infini) sont croissants : autrement
dit la fonction f" est croissante donc f”(x) >0

Courbe 1 Courbe 2 Courbe 3

A
2
lak
! [ N R R R

i i I i -
—2—‘11\0/6/;5 6 7

— DN
]
~

¢ On sait que f(x) = 0 sur [0; +oo[, donc une primitive sur le méme intervalle est
croissante ce qui élimine la courbe 3;

« Si F estune primitive de f et est représentée par la courbe 1, alors F'(0) =0 = f(0) =
—1: ceci est faux donc la courbe 1 est éliminée.

Il ne reste que la courbe 2.

Partie B : recherche d’une expression algébrique

On admet que la fonction f est de la forme
f(x)=(ax+ b)e'*,

ou a, b et A sont des constantes réelles.

1. Onavuque f(0) =2 < be? =2 < b=2.
Donc f(x) = (ax +2)e~.

2. Onadonc f(x) = (ax +2)e*.

21

On sait aussi que f(-2) =0 < (-2a+2)e >} =0 et comme e >* # 0 on a donc

-2a+2=0<< a=1.
Donc f(x) = (x+2)e*.
3. Onavuque f'(0)=-1
La fonction f est dérivable sur R et sur cet intervalle :
fl(x) =eM + A(x+2)er = e (1 + Ax +210)eM,
Donc f/(0)=-1 < 1+21=-1 < 21 =-2 < A1 =-1.

On a donc finalement f(x) = (x+2)e™".

Partie C: étude algébrique



On admet que la fonction f est définie sur R par

fx)=(x+2)e "

X 2
1. f(x)=xe*+2e = ;+;.

. .2 L X .
Onsaitque lim — =0et lim — =0 (puissances comparées), donc par somme de
x—+o0 ¥ x—+o0 ¥
limites lim f(x=0
X—+00

2. Produit de fonctions dérivables sur R, f est dérivable et sur cet intervalle :
ffl=e*=(x+2)e*=e*1-x-2)=(-x—-1e .
On sait que quel que soit x € R, e™* > 0 : le signe de f('x) est donc celui de —x — 1.
e—x—1>0 < —-1>x < x<-1:surlintervalle] —oo; —1[ f'(x) > 0: la fonction
[ est croissante sur cet intervalle;

e—x—-1<0 < —-1<x < x>-1:surlintervalle] —1; +oo[ f'(x) <0 :la fonction
f est décroissante sur cet intervalle;

e—x—-1=0 < -1=x,f'(1)=0; f(-1) = (-1 +2)e! = e est le maximum de f sur R.

3. a. f'estelle-méme dérivable sur R et sur cet intervalle :
ffx)=—e*+x+1e*=e*(x+1-1)=xe *.
Comme e > 0, le signe de f”(x) est celui de x, donc:
* f est convexe sur [0; +ool;

e festconcavesur]—oo; 0];

b. —Donc d’apres le résultat précédent la courbe € a un seul point d’inflexion de
coordonnées (0; 2).

t
I(t) = f (x+2)e *dx.
)

a. Onpose u(x)=x+2etv'(x)=e™*, dou
u(x)=letv(x)=—-e~*.
Toutes ces fonctions étant continues car dérivables on peut intégrer par parties :
t
1) = [-(x+2)e "%, +[ e dx = [-(x+2)e " —e¥]", = [(~x-3eF]", =
-2
(~t-3)e ' +1e*=e®—(t+3)e "
b. f estpositive sur I'intervalle [-2 ; +ool; on sait qu’alors l'aire de la surface limi-

tée par la courbe 6, I'axe des abscisses et les droites d’équations x = —2 et x = ¢
est égale a l'intégrale ().

Or quand ¢ — +o0, la surface n'est pas limitée a droite alors que I'intégrale I'est
elle puisquona lim (t+3)e ' =0,donc lim I(f) =€’
[—+o0 [—+o0



