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INTEGRALE, SYNTHESE

CORRECTION

I. Montrons que I = In (2.):

D'aprés 'énoncé, pour tout n € IN*:

-I fz—dx.

Soit h, la fonction définie sur [ 0; E,] par: h(x)= %

La fonction h est continue sur [ 0,; E, ] (avec I - x # 0), elle admet donc des

/
primitives sur [ 0; EI] et par conséquent: f 2 ﬁ dx existe.
0

/
Do I,= (2 dv
0 I-x

=-[In(l-x)]:,7.

0

=-(In (EI)-In(I))

=-1In (EI) cad: I =In(2).

Donc nous avons bien: 1 ,=1In(2).
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2 a Calculons I - I,

I I-= f7_—dx fzidx
l-x
ledx
0

L
2
0

X

!
2

Au total: IO-I/=

2. b. Déduisons-en I,
Nous savons que: I =in(2)
-
.IO'I/=Z
Do I=I -1 cad: I=-Lsm(2)
! 0 2_ l 2_

_ /
Ainsii T =-—+1 .
insi: I,=-7+ n(2)

(,)’I+I
3.a Montrons que pour tout n€EIN, I -I = r2\-+l ;

/ I n+l
Pour tout n€IN: I -I = f X f f dx
o 77 o 77

/ n_ y-n+!/
:fi(x ad )dx
|- x

0
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Au total, nous avons bien: pour tout n€ IN,I -I =

3. b. Proposons I'algorithme demandée:

L'algorithme permettant de déterminer, pour un entier naturel n donné,

la valeur de I est le suivant:

I <« In(2)

k < 0

Fin Tant que
Afficher I

I « I-

Tant que k < n faire

Kk < k+1/

k
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Q.aMonfronsquepourfouanN",osI,,sL-

Zn

Pour tout x € [ O;El_]efn € IN*, posons: -« g,(x)=0,

of(x)z X"
|- x
/

)

* 9?. (x): 2_n—l.

Notons que: -« les fonctions g, f et g, sont continues sur [ 0; ! ] ;

« elles admettent donc des primitives sur [ 0, ! ],
) 2
et par conséquent:

/ / /
f 2 g, (x) dx, f 2 f(x)dx et f 2 g, (x) dx existent;
0 0 0

» de plus, les fonctions g, f et g, sont positives sur [ 0; zl ] ;

- enfin, les bornes d'intégration sont dans 'ordre croissant.
Les conditions étant réunies, nous pouvons écrire:

x" /
<

l-x 2!

0<

<=> g,(x)<f(x)<g, (x)

/ / /
> fz g,(x)dxsfzf(x)dxsfz g, (x) dx
0 0

0
1L/ xn
<=> O$f7_( )
0
/ n n-
<=> Osfi(x )dx$ (—I>Ixx
0 l-x 2-
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<= 0 < In < (_I)"
2

Au total, pour tout n€IN*. 0<I <. (a)

2_!1

4. b. Déduisons-en Ia limite de la suite (I,) en +o:

Quand ntend vers +o: « im0 =0 (terme de gauche de(a))

N — 400

e lim ! =0 (terme de droite de (a)).

n— +ooZ"

D'ou d'aprés le théoréme des gendarmes, nous pouvons affirmer que:

lim In =0.

n— 400

Autotal: limI =0.

N — 400

5. a Montrons que pour tout n€ N*, S =I,-1I;
Pour tout entier naturel n non nul, nous avons:
6.6, G
Sn=;l_+ 22'_ + 23' +...+2'T

=(I,-IJ)+(L-L])+(L-1])+...+[I,

I>n+l
(car: In-In+l=(Z )

n+/

cad: S =1 -1 aprés simplification !
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Ainsi, pour tout n € IN*, nous avons bien. S =1 -1 .

5.b. Calculons lim S :
n - 40

lim Sn = lim Io - In

nN—>+400 N>+

=( limI \-( lmI

n— +o0 n— +o0
=In(2.)-0
=In(2).

Autotal: limS =In(2).

N — 400
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