www.freemaths.fr

Spé Maths

Terminale

« In » : Etudes de fonctions

493

CORRIGE DE LEXERCICE

freemaths.fr Terminale Spécialité Mathematiques



Freemaths : Tous droits réservés

FONCTION AVEC LN G
CORRECTION

Partie A: Etablir une inégalité

I. Etudions le sens de variation de la fonction f sur [ 0;+ [:

* Calculons f:
lci: * f(x)=x-In(x+1) [u-In(v)]
e Df=[0;+x [.

La fonction f est dérivable sur lintervalle [ 0; +x [.
Ainsi, nous pouvons calculer f~ pour tout x € [ 0; +co [.

/ v’
- 3o0 [ ’ = /- ’ .
Pour tout x E[0; 4+ [ f’(x) ] [u v

- x)= X
cad. f(x)_x+l

Au total: pour tout x €[ 0;+ [: f’(x):)%l.

« Etudions le signe de f’ sur [ 0; + [:

Sur[0;+ [ f’(x)=0.
Ainsi:  f est croissante sur [ 0; +x [.

Nous pouvons dresser alors le tableau de variation suivant:
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[’ 0 +

+00

fo/

,car: lim x-In(x+ )=+
X=>+0©

2. Déduisons-en que pour tout x E[ 0;+ [, In (x + /) £ x:

D'aprés le tableau de variation précédent, nous avons pour tout x € [ 0; + [:

f(x)=20=f(0) <= x-In(x+1)=0

<=> x=2In(x+1/) ow: In(x+1)<x.

Au total, pour tout x € [ 0; + [, nous avons bien: In(x+ 1) < x.

Partie B: Application a P'étude d'une suite

I. Calculons une valeur approchée a 10 prés de U,:

lci: «U ,=U-In(/+U) pourtout n € IN

. u0= l.

Dans ces conditions:

cU=U-In(I+U) <= U=1-In(I+1) cad: U =1-In(2),

cU=U-In(I+U) <= U =(/-In(2))-In(I+(/-In(2))

cad: U, ~0,0382.

Au total, une valeur approchée a 10 prés de U, est environ: 0, 0382.

2. a Démontrons par récurrence que pour tout entier naturel n, U > 0:
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Nous allons montrer par récurrence que:

" pour tout entier natureln. U >0".

Initialisation: - U, = /> 0.

Donc vraiaurang " 0 *.

U =1-In(2)>0.

Donc vrai aurang * 1 *.

Hérédité: Soit n € IN, supposons que U >0
et montrons qualors U > 0.

Supposons: U, > 0, pour un entier naturel n fixé.
()

(N => /+un>/+0
=> In(/+U)>In())
=>-In(I+Un)<O

= U-In(/+U)< /-0

=> 0<U-In(/+U)< | daprés PARTIE A ( question 2..)

Conclusion: Pour tout entier n € IN, U > 0,et méme*0< U < /.*

2. b. bl. Démontrons que la suite (U ) est décroissante:
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Pour répondre a cette question, nous allons déterminer le signede: U - U .

n

u,-u=u-in(/+U)-U

=-In(l+ Un)

Or, pour tout entier naturel n, U > 0.

Doi: -In(/+U)<0 cad: U_-U <0.

Au total, comme pour tout n € IN, U - U < 0:

la suite (U ) est décroissante.

2. b. b2. Déduisons-en que pour tout entier naturel n, U < I.
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Comme déja vu précédemment: Pour tout entier naturel n,0 < U, < |.

2. c. Montrons que la suite (U ) est convergente:

D'apreés le cours, nous savons que toute suite décroissante et minorée
est convergente.

Orici: U -U <0, pourtout n€IN.

n+1
Donc la suite (U ) est décroissante pour tout n € IN.
*0< U, pour tout n € IN.
Donc la suite (U ) est minorée par m = 0.

Dans ces conditions: la suite (U ) étant décroissante et minorée, elle est
convergente pour tout n € IN.

3. Déduisons-en Ia valeur de ¢:
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5
La suite (U ) étant convergente pour tout n € IN, elle admet pour limite:

€>0 telleque €=f(£).
€=f(€) <= €=4€-In(/+€) cad: €=0.

Au total: la suite (U ) est convergente et converge vers €= 0.

4. Ecrivons Palgorithme demandée:

L'algorithme demandée est le suivant:

N<0

U < |

Tant que U > 107
U< U-In(1+U)
N < N+

Fin Tant que

Afficher N
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