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e~ sin (x) dx & Jp = I e~ cos (x)dx

CORRECTION

. Calculons I

0

T
lci pour tout entier n: In = f e " sin (x) dx.
0

T
Dans ces conditions: Io= f el sin (x) dx
0

m
= f sin (x) dx
0

=[cos (x)]]

= cos (TT) - cos (0)

D'ou: Io =-2.

2. a Justifions que pour tout n € IN, I > 0:

Pour tout réel x E[0; T et n € IN:
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* 8in (x) = 0,
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ce™>(.
Dans ces conditions, pour tout x E[0; T Jet n€ IN: e "> sin (x) = 0.
Or: < la fonction qui @ * x * associe * e sin (x) * est continue sur [ 0; T ),
« la fonction qui a * x * associe * e"* sin (x) * admet donc des primitives
sur [0, T ) et par conséquent I = fwe""‘ sin (x) dx existe,
0
* de plus, cette fonction est positive sur [ 0; T ],

- enfin, les bornes d'intégration sont dans 'ordre croissant.

D'apreés le cours, nous pouvons donc affirmer que: I > 0.
2. b. Montrons que pour tout n€IN,I -I <O0:
T m
Nous avons: I -I = f e+ sin (x) dx - f e sin (x) dx
0 0

™
= f sin (x) x (e~ - e"x) dx
0

m

- f sin (x) x (e™) x (e - 1) dx.
0

Or pour tout x E[0; TT)etn€EIN: esin(x)xe™ =0

/
ce*-1=—-1%0.
ex

Doli: sin(x)x(e™)x(e=-1)<0.
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3
D'od, d'apreés le cours et les propriétés des intégrales: I -I <O0.

2. c. Déduisons-en que la suite (I, ) est convergente:

D'apres les questions précédentes, pour tout entier naturel n:

n+/

I -I <0 I . <I (I,) est décroissante sur IN
<=> <=>

I=0 (In)esfminoréeparm=0.

n

I>0

n
Or d'aprés le cours, toute suite décroissante et minorée est convergente.

Donc ici: la suite (I ) est convergente et converge vers* f *.
T
3. a Montrons que pour tout n€ IN, I < j e dx:
0
Pour tout réel x E[ 0; TT ) et n € IN, posons: * g (x)=sin(x)x e
eh(x)=e"
Or pour tout xE[0; T)etn€EIN: g(x)=0,daprés2 a
et: h(x)>0.

Notons que: < les fonctions g et h sont continues sur [ 0; T ),

« elles admettent donc des primitives sur [ 0; T ), et par
m m
conséquent: f g (x)dx et f h (x) dx existent,
0 0

* de plus, les fonctions g et h sont positives sur [ 0, T ],
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, i
« enfin, les bornes d'intégration sont dans l'ordre croissant.

Comme pour tout x E[ 0, TT ) et n € IN, g (x) £ h (x), nous pouvons

T T T
affirmer que: f g (x)< f h(x) cad I < f e dx.
0 0 0

m -nT
3. b. Montrons que pour tout entier naturel n > |, f e dx= ": ;
0

™
Nous allons calculer lintégrale K = f e dx pour répondre a la question
0
La fonction h (x) = e"* est continue sur [ 0; T ]

Elle admet donc des primitives sur [ 0; T ] et par conséquent K existe.

T
K= f e dx
0
l T
4]
n 0

- (__/ e-nxw) - (_ _/ e-nxo)
n n

/
=—x(-e""+1).

n
L S m i |-e"
Ainsi, nous avons bien: K= | e"™dx= .
0 n
3. c. Déduisons-en la limite de la suite (I ):
m

Pour tout entier n> I, nous avons: 0<I < f e dx
0

freemaths fr - Mathématiques BAC - Fonctions, Synthése



pd

P4

reserves

Freemaths : Tous droits

freemaths fr + Mathématiques

cad 0<I <!-¢"

n
Quand n tend vers +oo0: ¢ lim 0=0
n—>+x
. |-e"m . / : /
e [im = lim — - lim
no+o N no>40 N nos4oo NXET
=0-0

=0.

D'ou d'apreés le théoréme des gendarmes, nous pouvons affirmer que:

lim I =0
n->+0

4. a Etablissons les deux relations demandées a l'aide d'IPP:

Les deux relations que nous devons mettre a jour sont:

I=1+e-nJ e I="7
n

T
lci: In= j e " sin (x) dx.
0

Méthode I: IPP

!

Ayons recours a une IPP pour le calcul de lintégrale I

Posons: s u(x)=e" dou u’'(x)=-ne"™

ev'(x)=sin(x), dolt v (x)=- cos (x).
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(u et v admettent des dérivées continues sur [ 0, T ])

- T T
Dans ces conditions: In= u(x)xv (x)] -f vi(x)xu (x)dx
: 0 Yo

r T T
(e'"X)x(-cos(x))] -f (-cos(x))x(-ne™)dx
. 0 Yo

)|
=e"+ /-nxj e x cos (x) dx
0

=l+e™-nxJ,
Ainsi, via la méthode I: I =1+e"™-nJ_
Méthode 2 IPP,

Ayons recours a une IPP pour le calcul de lintégrale I .
Posons: * u (x)=sin (x),dou u’(x)= cos (x)

/
ev'(x)=e"™ dolt v(x)=-—e"~
n

T T
Dans ces conditions: In=[(sin(x))x(-7le"‘x)] f (-Tle"‘x)x(cos(x))dx
0 Y0

/ )4
=0+—xf e x cos (x)dx
nJo

/
Ainsi, via la méthode 2. I = - J
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4. b. Déduisons-en I pour tout entier naturel n > I.
Pour tout entier natureln> I: «I =1+e™-nd

o =—IJ; cad J;:leIn.

" n
Do: I =I+e"-nJ <= I =I/+e"-nx(nxI)
<=>I=1+e"-n*I

<=> I x(/+n*)=l+e"™

I+em
cad In= te
| + n*
I . . I+ e
Ainsi, pour tout entier naturel n > |, nous avons bien: I = e
+n

5. Complétons la cinquiéme ligne du script Python:

Pour obtenir le rang n a partir duquel la suite (I ) devient inférieure d 0.1, la
5¢ ligne du script Python doit s'écrire:

| from math import *

2 def seuil() :

3 n=0

4 [=2

5 while I >=0.1:

6 n=n+1

7 [=(1+exp(-n*pi))/ (n*n+1)
8 return n
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