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f(x)=x*-xIn(x)

CORRECTION

PARTIE A

I. Déterminons les limites de fen* 0" et en* +o *:
lci: * f(x)=x%*-xIn(x) (U+VxIn(W))

. @f:] 0,4+

—> Limite de f en 0*:

lim f(x)= lim x*-xIn(x)
x-0* x-0*

Or: o lim x*=0
x-0*

o lim xIn(x)=0, d’aprés le cours.
x-0

Dans ces conditions: lim f(x)=0-0=0.
x-0*
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— Limite de f en +x:

En +oo, la fonction f peut s'écrire:  f(x)=x* x (I - InT(x) ) (x>0)

Dol lim f(x)= lim xlx(/-'"(x))

X >+ X —>+© *

Or: e lim x*=+m
X+

e lim In (x) =0. ( Croissances Comparées )
x->+0 ¥

Dans ces conditions: lim f(x)=+4+wox(/-0)=+w.
X—>+®

2. Calculons f* pour tout x €] 0; +oo [:

La fonction f est dérivable sur ] 0; +o [ d'aprés I'énoncé.
Ainsi, nous pouvons calculer f* pour tout x €]0;+oo [.

Pour tout x €] 0; +oo [: f,(x)=(zx)_((I)x(ln(x))+(x)x(—l))

X
(U’+V’xln(W)+me)
w
=2x-In(x)- 1
D'ott pour tout x €]0;+o [ ' (x)=(2x- 1)- In (x).

3. Calculons f pour tout x €]0; +oo [:
La fonction f est deux fois dérivable sur]0;+o [ d'aprés 'énoncé.
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Pour tout x €]0;+00 [ f* (x)=2 -

X
_2x-1
X
D'ou pour tout x €] 0; +o [, nous avons bien. f” (x)= 2x-1
X

4. a Etudions les variations de la fonction £’ sur]0; + [:

Nous savons que sur]0;+ow [: f” (x)=="—.
x

Comme x > 0, le signe de f dépend du signe de 2x - .

Distinguons deux cas pour tout x €] 0; +o [, sachant que x > 0:

/ /
e f?(x)<0 ssi 2x-1<0 cad x<— ou x€]0;—]
2 2
/ /
o f”(x)>0 ssi 2x-1>0 cad x%z ou xE[Z;-}w[,
/
Dans ces conditions: < la fonction f’esi'décroissani-esur]o;z]
/
* la fonction f’ est croissante sur [ z; +00 [

4. b. Dressons le tableau de variations de f’ sur]0; +oo [:

Le tableau de variations de la fonction ' sur]0; +oo [ est:
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+00

!
2
0

+

f» -

Q c

r \b/

Avec: ca= Ilim f'(x)
x-0*

-b=f’<é)=2.x%-ln(%)-I=In(2.)

ec=lim f’(x)
X400

Notons que le point A ( % ;In (2) ) correspond a l'extremum de la fonction
f'sur]0;+o .

Il S'agit du minimum de f* sur]0; +oo[.

5. Montrons que la fonction f est strictement croissante sur]0; +oo [:
Comme le minimum de £’ sur]0;+o [ est le point A ( %; In (Z))ef

que In (2) > 0, nous pouvons affirmer que sur]0;+wo [ f'(x)>0.
Dans ces conditions, sur]0; +o [: fest strictement croissante.
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PARTIEB

l. a Calculons g’ sur]0; +o [:

lci: eg(x)=x-Inx (U+In(V))

«Dg=]0;+x[.
La fonction g est dérivable sur]0;+wo [ d'aprés 'énoncé.

Ainsi, nous pouvons calculer g' pour tout x €]0; +oo [.

)
Pour tout x €] 0; +oo [: 9’(x)=l-—l <U’+L>
X \"
_x-l
X
D'oil pour tout x €]0; +oo[: g’ (x)= 2.
X

I. b. Dressons le tableau de variations de la fonction g:

Comme x> 0: le signe de g’ dépend du signe de x - |.
Distinguons deux cas pour tout x €] 0; +oo [, sachant que x > 0:
*g'(x)<0 ssi x-/<0 cad x<1 ou x€)O0,;!]

*g'(x)>0 ssi x- />0 cad x>/ ou xE[/;+o[

Dans ces conditions: -« la fonction g est décroissante sur]0; /]

* la fonction g est croissante sur [ /; +o [.
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Dot le tableau de variations de la fonction g sur]0; +oo [:

x 0 ! +00
9’ - 0 +
Q Cc
9
b

Avec. ca= lim g(x)
x-0*

b=g(l)=1 ( minimum de g sur]0; +oo )

ec= lim g(x)
X >+

2. Résolvons sur ] 0; +o [ 'équation f (x) = x:
" | " est lunique solution de 'équation g (x) = |.
Dans ces conditions: f(x)=x <=> x*-xxIn(x)=x
<=> x-In(x)=1, car: x>0
<=> g(x)=1
cad x=1

D'ou Péquation f (x) = x admet une unique solution sur]0;+o[: x= 1.
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. 721

PARTIE C

. /
|. Montrons par récurrence que pour tout n € IN, 2 sU=<sU, =L

lei: «U . =f(U)

*nE€IN.

Nous allons montrer par récurrence que:

Initialisation:

freemaths fr + Mathématiques

" pour tout entier naturel n:

L us<u, <i"
yA

/
2

{ et

L u

/

/ /
=U2r-U xIn(U,) cad U,=;+Eln (2) = 0,597

sU<U<=<I

Nous avons donc bien: . ,

!
2

Donc vrai aurang* 0 *.
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L4 4 P4 I
Hereédité: Supposons que pour un certain entier naturel n, Z <sU<U, </

n+/

<Uu

n+2 <1

/
et montrons qu'alors 2 <Uu

n+/

/
— < U < U . <, pour un entier naturel n fixé.
2- n n+/
(1

Supposons:

Notons que: f est strictement croissante sur]0;+oo [.

[
Dol (/) => —<U, < U, <1 => fI)<fWU)<S(U,)<f ()

/
Conclusion: Pour tout entier naturel n, Z sU<U <

n n+1/

2. Justifions que la suite (U ) converge:

D'apreés la question précédente, pour tout entier naturel n:

/ {unsunu (U,,)esl'crmssan'l'esurlN
E$U$U £/ <= <=>{

(U)) est majorée par M= |
Or d'aprés le cours, toute suite croissante et majorée est convergente.

Donc ici: la suite (U ) est convergente et converge vers* f *
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3. Déterminons la valeur de la limite * P *:
Comme la suite (U ) est convergente, elle admet une limite £ €]0; 4+ [

telle que: f(P)="F.
fR)=Ff <= P>-Pxin(P)=F

<= P-in(P)=1

cad P=1

Au total, la suite (U,) converge vers P avec: £=1€)0;+o[.
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