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RECURRENCE, SYNTHESE G
CORRECTION

Partie A:

I. Déterminons la limite en 4+ de la fonction P:
) e /
lci: -Lp(x)_e ’-E-x-

'DLP:[ l; 4o [.

N lors écrire: (x)=e*'x|I- .
ous pouvons alors €crire: 1 (x)= X Te ol |

Or, d'apres le Théoréme des Croissances Comparées: * En +wx, exponentielle
croit plus vite que polynome qui croit plus vite que logarithmique *.

Dot: e« lim
X =40 2

ex-/ -

. X
e |im 720
x—)+ooe

Ainsi:  lim LP(x)= lim e*'(/-0-0)
n— 40 n— 4

= <+4-00.

2. Déterminons le sens de variation de @ sur [ /; +o [:

* Calcul de !f’:
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Posons: P =f+f,, avec. f (x)=e*' et f (x)=-x- EI

f, est dérivable sur IR comme fonction " exponentielle ", donc dérivable
sur [ /;+oo [.

[, est dérivable sur IR comme fonction polyndme, donc dérivable sur [ /; +o [.

Donc, g est dérivable sur [ /;+ [ comme somme (f,+ f,) de 2 fonctions
dérivables sur [ /; +» [.

Ainsi, nous pouvons calculer Y’ pour tout x € [ /;+ [.

Pour tout x €[ /;+x [: Y’ (x)=e*'- 1.

* Tableau de variation de

Nous allons distinguer 3 cas, pour tout x € [ /; +oo [.

e |* cas: LP’ (x)=0.

P’ (x)=0 <=> e"'=e’ => x=1.

o 28me cas: P’ (x)<0.

P (x)<0 <=> ev'<e’ => x<|. (cas a rejeter car: X €[ /;4w[)
* 3°™ cas: v’ (x)>0.

P’ (x)>0 <=>e'>e’ => x>/ ou x €] ;4.

Ainsi: o \ est croissante sur [ /; +o [.

* \p est strictement croissante sur] /; +o [.

Nous pouvons dresser alors le tableau de variation suivant:
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/ +00
\f’ 0 + b
?

Qa

Avec: 'Q:LP(/) = a:-_/

2-1
eb=+x, avec: b= Ilim P (x).
X = 40
3. Déduisons que I'équation C (x) = x admet une unique solution ox:
Notons que: C (x)=x <=> C(x)-x=0 <=> ¢ (x)=0
Nous allons appliquer le COROLLAIRE DU TVI pour répondre a cette
question.
Ici: e P est continue sur [ /; +oo [.
/
N X V5 ; — i : — |)=- —
0 " de I'équation v (x)= 0 est compris entre P (a) P (1) 7
et: ¢ (b)= 1 (+) = +.
*  est strictement croissante sur ] /; + [.
Ainsi, dapreés le COROLLAIRE DU TVI, nous pouvons affirmer que 'équation
¢ (x)= 0 admet une unique Solution appartenant a] /; + [.
Autotal: C(x)=x cad ¢ (x)=0 admet exactement une unique solution Ct.
3 .
4. Montrons que 7< <2
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oo (3\__z | 3 _ 3
Nous avons: Lp<i)_e 772 => Lp(z)z-O,:iSl<0,

,—

°tp(2)=e-2_

2 = LP(Z)zO,Z./8>O.
Ainsi: LP(%)<0<LP(2—)
<=> LP(%)<LP(Q)<LP(2—)
3

=> E<oc<2., car: \p est strictement croissante sur] /; +o [

Au total, nous avons bien: % <Ol<2.

Partie B:

|. Montrons que C (x)=x <=> g(x)=x:
VxEI. C(x)=x <= ex"=2—/_+x

/ /
<=> x-I=In(x+—=), avec: x+—>0
( 2-)’ 2

. 3.
car: xE[z,Z]
<=> In(x+—/>+1=x
2

<=> 9 (x)=x.

Au total, pour tout x€I: C(x)=x <=> g(x)=x.

2. a al. Justifions que g est croissante sur I:

[ci: -g(x):ln<x+al_)+l
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eDg=|=:21
J [z'z]

/
Pour +ou+xE[%;2.]: g’(x)=

X+
=> g’(x)= Z_ avec: x#-2, car xE[é'Z]-
2x+ 1 2’ 2

Or sur [ %; 2 ]: g’(x)>0.
Donc sur I: g est strictement croissante.

8 2 a a2 Déduisons que pour tout réel x € I, g (x)€ I:

‘% Comme la fonction g est strictement croissante sur [ % A ], elle prendra
5

g ses valeurs dans l'intervalle J= g (I) cad: J= [ 9 (2) ]
o °9<§)=In(2)+/=> g<§)~/693

g\ 2)~"

&

.9(2)=m(§)+/ => g(2)~1,9/6.

Autotal: J=[1,693,1,916]) € I, et par conséquent: g(x)E€EI.

Zb.Monfronsque,pourfoufxEI,Oég’(x)&;’_:
3
EI <= El =,
X <=> X [Z'Z]

<=> = <x<2

N
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<=> 2X=<2x<2x2

N[

- <in)+l<2.x+l (2 x2)+/

<=> U4 <2x+1<5

/

Au total: pour tout x EI, 0 < g’(x) < >

3. a Montrons l'inéquation ( 1).

Nous avons, pour tout x EI: lg(x)-g(y)] < E, | x - y | (), daprés 'énoncé.

Or: < C (x)= x admet une unique solution &t sur [ /;+ [, avec: % <Q<2.

e C(x)=x <=> g(x)=x, pour tout x € I.

Dans ces conditions, il existe une unique solution ot € I avec: g (ot)= ot
DoaVx€L (a) = lg(x)-g(a)lsal_lx-al
<= lg(x)-alsélx-al.

Au total, pour tout x € I, nous avons bien: |g (x)- o] < ?—’_lx al.

3.b. Calculons w, et W,

Nous avons: * W =

0 )

3
=3
2

freemaths fr - Mathématiques Récurrence, Synthése



pd

P4

reserves

Freemaths : Tous droits

cw = 1,693.
Dou: »w, =~ /,785,

*W, = l, 827.

Au total, nous avons: w, =~ 1,785 et w, =~ I, 827.

3. c. Montrons par récurrence linégalité demandée, vV n € IN:

Préalablement, notons deux résuttats: *V x €[ I+ [, %< a<2.
-VxE[Q;Z]Jg(x)-alé—/lx-al.
2 2

n+/
Nous allons montrer par récurrence que: "V n€IN,lw - ol < (é) "

Initialisation: * w_ =

0+/
é-als(—l) ? cad: lé-a,<i?
2 2 2 2
oui car: OLE]Q;Z[.
2
Donc vrai aurang" 0 ".
n+1/
Hérédité: Supposons que V n€IN,lw - ol < G_)
/ n+2
et montrons qu'alors: lw  -otl< (i) :

n+/
Supposons: |w -otl < (?—i) , pour un entier naturel n fixé.

(/)

freemaths fr - Mathématiques Récurrence, Synthése



pd

reserves

P4

Freemaths : Tous droits

, I I’H-I
N = "xlw-ol<= (—)
(1) >Zx i 2_x 2

n+2
= | w-als-’lw-als(I)
g(w,) 2 " 2

/ n+2
f— - é —_

In+2.
- Iwn+,-als<—> |
2

n+1
Conclusion: VnEIN,Iwn-als(i’) .

3. d. Déduisons-en que la suite (W ) est convergente et déterminons sa limite:

* La suite (w ) est croissante et est majorée, elle est donc convergente.

/n+/ In+/ In+/
e De plus: Iw-als(—) = (—) sw-as(_) .
e plus X 2 <=> 7 ) 2

. ’n+l I
Or: < lim -<—> =0, car: —€]O0, /[,
N>t 2 Z :

‘ ’n+l ,
o lim <—> =0, car: —€]0,/[.
n—+400\2 2 :

Dans ces conditions, d'aprés le théoréme des gendarmes, nous pouvons

affirmer que: lim w -0t =0 ce quirevient d dire que: lim w = QL.
h— 4 n— 4

Au total, la suite (w ) est croissante et majorée, elle est donc convergente et
converge vers L = OL.
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