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EXERCICE: Vrai ou Faux ? (8 points)

l. C'est faux.

Pour le justifier, nous allons calculer V, sachant que, pour tout entier
natureln> 1. V =nV

n+
V=1
V,=1Ix1l =V, =],

eV,=2x/ = V,=2.

D'ou: V3 =2#%60.
Donc l'affirmation est fausse.

2. C'est faux.
* D'aprés 'éroncé: « U, = |,
U ,=U+/VnEIN*,
+V =e%, VneEIN.

/_ q('H-/)
I-q

lcii V,+V,+V,+..+V =elo+ei+el2+..+eh, VneEN

» D'aprés le cours, nous savons que: * l+q+q*+--+q"= ,VNEIN.

=e/+e/+/+el+/+e3+/+“_+en+/
=e'x[l+e'+e*+e’+..+e"]

=ex[/+q+q*+q>+--+q"), avec:. q=e
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,_q(n+/)
=> VO+V,+V2+---+Vn=ex
L /'q d
,_e(n+l)
cad: VO+V,+VZ+---+Vn=ex
L /'e d
e_e(ﬂ+2—)
Dans ces conditions: lim (V,+V,+V, +..+V )= lim
n—> 400 n— 4o -€
= <400,

Eneffet: « lim e™?%) =40,
n— 400

e /-e<0.

e
Ainsi: lim  (V,+V,+V, +..+V )=+40z —.
n— 400 l-e

Donc l'affirmation est fausse.

3. Clest vrai.
Ici: e f est dérivable et strictement croissante sur [ 0; + [:
VXE[O;40 [, f7(x)>0.
sVXE[O;40 [ g(x)= e/,
g est dérivable sur IR comme fonction " exponentielle ", donc dérivable
sur[0; 4+ [.
Donc, g est dérivable sur [ 0; + [ comme composée de 2 fonctions dérivables

sur[0;+x [.

Ainsi, nous pouvons calculer g’ pour tout x € [ 0; +c [.
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Pour tout x E[ 0; 4+ [: g’(x)=-f"(x) x e/™.

Or: f’(x)>0 et e/™ >0 pour tout x E[ 0; 4+ [.
Dou: Vx€E[0;+x[, g’(x)<0 <=> gest strictement décroissante

sur [ 0; 4o [.

Donc l'affirmation est vraie.

4. C'est faux.
Soient: < P,., le prix du bien en 2.000,

. Py, le prix du bien en 2020, avec: Py = 1500000€,

o[, le taux d'augmentation du prix chaque année, avec: T =5%.

D'apreés le cours: Py=(1+l‘)"xPx <=> Pyz(/+|')?_0xpx

<=> 1500000 = (/,05)*° x P..

5 _ 1500000
=
(I, 05)7_0

cad: Px ~ 565334 €.

Au total, le prix du bien immobilier en 2000 est d’environ: 565334€ # 53772.€.
Donc laffirmation est fausse.

5. Cest vrai.
Soit Péquation: (1) 3e**+2=12e* <=> 3(e*)*-12(e*)+2=0
<=> 3X%*-I12X+2=0,avec:. X=e"

A=144-24 = A=120>0,dol 2 solutions dans IR pour X.
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V120
-x’=¥>0, car: V120 < 12 et donc: X’ €]0; 4%
v
-X”=¥>O, etdonc:. X’ €]O0,;+o[.

Dans ces conditions, 'équation (1) admet bien 2. solutions réelles:
ex’=In(X)
ex”’=In(X").

(avec: X’ E€]JO;,+o[ et X" EJO,;+x[)
Donc laffirmation est vraie.

6. Clest vrai.

En effet: < la droite (d) a pour équation: Y= - %x -1

° i S-L, : -L’—-é E-
Iepome(g, 5>E(d)car. 5= 4x5 l
e le point F (0;-1) € (d).
De plus: ¢ la droite (A) passe par les points: A (4; 1) et H (%, - '3’)
tions: FH=(2:-2\ e Afi=(-%2._lo
Dans ces conditions: FH_(5, 5) et AH_( = 5).

Enfin, les droites (d) et (A) sont perpendiculaires car:

_(8, 12\,( 6, b\ __ _
FH-AH_(gx 5)+(5x 5) <> FH.AH=0.

Au total: < Le point H € (d) et le point H € (A).

* Les droites (d) et (A) sont perpendiculaires en | point.
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[ ce point ne peut étre que H)
Donc Paffirmation est vraie.

7. Clest faux.
La justification est évidente.

L'algorithme retourne: 5 # 6.
Donc l'affirmation est fausse.

8 Clest vrai.
lcii ef(x)=(x*+x+1)e*
*Df=R.
 Calcul de f
Posons: f=f xf,, avec. f (x)=x*+x+1 et f (x)=e"
f, est dérivable sur IR comme fonction polynéme.
f, est dérivable sur IR comme fonction " exponentielle ".

Donc, f est dérivable sur IR comme produit (f, x f,) de 2 fonctions
dérivables sur IR.

Ainsi, nous pouvons calculer f’ pour tout x € IR.

Pour tout x EIR: [’ (x)=(2Zx+ )xe*+(x*+x+ /) xe*
= f(x)=(x*+3x+2)e"

« L’équation de la tangente a la courbe de f au point x = |-

D'aprés le cours, elle S'écrit: y-f(N=f"(1)(x-1)
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<=> y-(3e)=(ce)(x-1)
= y=(oe)xx-3e (T)
* Intersection entre la tangente (T) et Paxe des abscisses:
(T) coupe l'axe des abscisses quand: Yy=0 <=> 6x=3

= x=0,5
Donc l'affirmation est vraie.

9. C'est vrai.

Soient les événements: C =" Ia gélule est non conforme ", et C =" la gélule
est conforme ".

On désigne par X le nombre de gélules non conformes sur 10 gélules prises
au hasard.

Nous sommes en présence de 10 épreuves aléatoires identiques et
indépendantes.

La variable aléatoire discréte X représentant le nombre de réalisations de
C suit donc une loi bindmiale de parameétres: n= 10 et p=3%.

Et nous pouvons noter: X ~» B (10; 3%).

En fait, on répéte 10 fois un schéma de Bernoulli.
Dans ces conditions, il S'agit de calculer: P (X < /).
[ 9 ou 10 gélules conformes = 0 ou | gélule non conforme ).

Or: P(X<)=P(X=0)+P(X=1)
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- (’g) (37%)° (97°%)° + ( ’?) (3%)' (97%)°

= P (X< )~ 9,5%
Au total, la probabilité demandée est d’environ: 96, 5% > 96°%.
Donc l'affirmation est vraie.

10. C'est faux.

Pour le justifier, nous allons calculer 'espérance de Gains de Raphaél (GR)
et celle d'Aurélien (Gp) et nous retiendrons la plus élevée.

- Espérance de gains de Raphaél:
E(CR)=(/x250)+ (4 x50)+(25x2)- (/00 x I€)
=> E(GR)= 400€.
- Espérance de gains d'Aurélien:
E(GA)=(5Xx20)+ (10x 15)+ (/5 x0)+(25x5)- (/00 x I€)

=> E(Gp)= 425%€.

Comme: E (Gp)> E (GR), il est préférable de participer a la tombola
d'Aurélien.

Donc l'affirmation est fausse.
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PROBLEME (n points )

[* Microé conomie, 12¢ édition - Alain Piller 9
Analyse |, 2 édition - Alain Piller
Analyse Il - Alain Piller
freemaths fr: » Suites, T. S

L * Fonctions, Intégrales, T.S J

Partie A:

|. Déterminons a partir de quelle année le prix de Ponce d'or dépassera
le cours de 5000 dollars:

Soient: < Py, le prix de 'once d'or en janvier 2013,
. Py, le prix de l'once d'or en janvier 2013 + n,
o r, le taux d'augmentation du prix chaque année, avec: r = 19%.
D'apres le cours: Py =(/+ PN x Py <= Py= (], 19)" x Py,
<=> 5000 = (1, 19)" x 1700

[car: Px=1700% et Py=5000%]

<=> nin(/, I9)=In<

(%)
17

In(1,19)

5000 )
1700

= N=

cad: n= 6,20l
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Comme n est un entier naturel, nous prendrons: n=7 ans.
Au total, le prix de l'once d'or dépassera 5000 % a partir de:
2020 (2012 + 7).

2. a Identifions les courbes associées aux fonctions de coiit et de recette:
D'aprés Pénoncé: e Les collts de production ont une croissance exponentielle.

* Le prix de vente (et donc la recette) est proportionnelle
a la masse d'or contenu.

Or: e la courbe C, a une allure exponentielle,
* la courbe C, est une droite (notion de " proportionnel ).
Donc: « la courbe C, correspond a la fonction de coilt,

* la courbe C, correspond a la fonction de recette.

2. b. Conjecturons le sens de variation de chacune des fonctions:

* La conjecture que nous pouvons émettre quant au sens de variation de
la fonction associée a C, est:

" on pourrait, a priori, penser que cette fonction est strictement croissante ".

e La conjecture que nous pouvons émettre quant au sens de variation de
la fonction associée d C, est:

" on pourrait, a priori, penser que cette fonction est strictement croissante ".

3. a al. Justification graphique:

L'entreprise a un bénéfice nul lorsque le colit de production est égal a la
recette.
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10
Le point A, dabscisse O, qui vérifie un bénéfice nul est donc: le point

d'intersection entre les courbes C, et C,.

3. a a2 Déduisons-en une équation vérifiée par o
Soient: « C (x), la fonction dont la courbe représentative est C,,
* R (x), la fonction dont la courbe représentative est C,.
Dans ces conditions: Bénéfice=0 <=> Recette - Colts =0
<= R(x)-C(x)=0
= R(x)=C(x),VXE[/,+0].
Au total, il existe bien une masse d'or (Ct) pour laquelle le bénéfice de

l'entreprise est nul et & vérifie: R (ot)=C (Qt).

3. b. Déterminons les masses d'or que les articles doivent contenir pour que
P'entreprise réalise des bénéfices positifs:

Soit oL = @, la valeur trouvée précédemment.

Soit TT, le profit ou bénéfice de l'entreprise: T =R (x)- C (x).

Dans ces conditions, 'entreprise réalise des bénéfices positifs ssi:
MT>0 <= R(x)-C(x)>0 = R(x)>C(x).

Graphiquement: R (x)>C(x) ssii x€[/;0[ cad: x€E[/;a[.

En d'autres termes, l'entreprise réalisera des bénéfices positifs tant que:
la courbe C, sera située strictement au dessus de la courbe C, donc quand:

xE[l,a[=[/,al.

En Microéconomie, O correspond au seuil de rentabilité de l'entreprise.
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1l
Partie B.

|. Déterminons Ia limite en +« de la fonction P:

lci: ‘Y (x)=e*'- EI -X-

'DLP:[ l; 4 [.

N lors écrire: 1 (x) = e*'x | /- —— - *
ous pouvons alors écrire: g (x)=e*'x| 1= o—-— |

Or, d'apres le Théoréme des Croissances Comparées: * En +x, exponentielle
croit plus vite que polynome qui crolt plus vite que logarithmique *.

Dolt: « lim
X > 40 2

ex-/ -

. X
e im —=0.
ex-/
X = 4

Ainsi:  lim LP(x): lim e*'(/1-0-0)
n— 40 n— 40

= <4-00.

2. Déterminons le sens de variation de p sur [ /; 4o [:
* Calcul de P

Posons: LP=f/+f2’ avec: f,(x)=ex" et fz(x)z-x-il.

f, est dérivable sur IR comme fonction " exponentielle ", donc dérivable
sur [ /;+oo [.

[, est dérivable sur IR comme fonction polyndme, donc dérivable sur [ /;+o [.
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12
Donc,  est dérivable sur [ 1; + [ comme somme (f,+ f,) de 2 fonctions

dérivables sur [ 1; += [.
Ainsi, nous pouvons calculer @’ pour tout x € [ /;+ [.

Pour tout x €[ /; + [: p’ (x)=e*'-1.

* Tableau de variation de ¥:
Nous allons distinguer 3 cas, pour tout x € [ /; +oo [.
* I cas: @’ (x)=0.

LP’(x)=O <=> e¥'=e’ = x=1.

. 2°™ cas: P’ (x)<O.

P’ (x)<0 <=> e'<e’ => x<|. (cas d rejeter car: x €[ 1;4o[)

. 3¢™e cqs: ¢’ (x)>0.

P’ (x)>0 <=> e~'>e’ => x>/ ou x €] /;+[.

Ainsi: o \ est croissante sur [ /; +o [.

* p est strictement croissante sur ] /; +o (.

Nous pouvons dresser alors le tableau de variation suivant:

X / 400
tp’ 0 + b
?

Qa
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Avec: °a=L|>(I) => a=-zl,

b=+, avec: b= Ilim P (x).
X > 400
3. Déduisons que I'équation C (x) = x admet une unique solution ox:
Notons que: C(x)=x <=> C(x)-x=0 <=> P (x)=0.

Nous allons appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires pour répondre
d cette question
Ici: e P est continue sur [ /; +oo [.
/
« "0 " de équati = s entre: ()= ()=-~
0" de 'équation  (x) = 0 est compris entre:  y (a)=1 (/) 7
et: P (b) = P (400) = oo
* \p est strictement croissante sur] /; 4o [

Ainsi, daprés le théoréme des valeurs intermédiaires, nous pouvons affirmer
que Iéquation  (x) = 0 admet une unique solution appartenant d] I;+ [.

Autotal: C(x)=x cad ¢ (x)=0 admet exactement une unique solution ot

4. Montrons que 2cac 2

2

Counf(3N\_ i .3 _ /3
Nous avons: LP(E>—6 3% => LP(i>z-0,35/<O,

'“Pm:e'il'?' = 9 (2)=~0,2/8>0

)<o<p@)

N

Ainsi: LP<
<> (%) <y (o) < P (2)
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4
= %<a<2, car: \ est strictement croissante sur] /; 4o [

Au total, nous avons bien: % <Ol<2.

Partie C:

|. Montrons que C (x)=x <= g(x)==x:
VxEI. C(x)=x <=> ex"=il+x

/ /
<=> x-Il=In[x+—=), avec. x+—>0
( 2-)' 2

. 3.
car: xE[Z,Z]

<=> In<x+—l)+ I=x
2

<=> g(x)=x.

Au total, pour tout x€I: C(x)=x <=> g(x)=x.

2. a al. Justifions que g est croissante sur I:

: /
Ici: o = — /
ci: *g(x) n(x+2_>+

3
OD el _
9=|22

/

Pour +ou+x€[%;2_]: g’(x)=

X+
=> g’(x)= Z_ avec x:-—' car: xE[é'Z]-
2x+ 1 2’ 2’
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Or sur[%; 2 ]: g’(x)>0.
Donc sur I: g est strictement croissante.
2. a a2 Déduisons que pour tout réel x € I, g (x)€ I:

Comme la fonction g est strictement croissante sur [ % A ], elle prendra
ses valeurs dans lintervalle J =g (I) cad: J= [ 9 (2.)]
3 3
Or: eg(=)=In(2)+1 => (—)z/,693
7 <z) ) I\2

og(Z)zln(§)+/ => g(2)=19l6.

Autotal: J=[1,693,1,916]) € I, et par conséquent: g(x)E€ I.

2. b. Montrons que,pourfoufxEI,Oég’(x)é;’_:

x€EI <= x E[g'?-]

2-)
<=> %sxs?_
<=> Q_x%$2x<2.x2.

<=> (Zx%)+l<2x+ls(2x2)+l
il

<>
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lo
Or: %sg’(x)éil = 0<g’'(x)<

N~

Au total: pour tout x EI, 0 < g’(x) < El
3. a Montrons l'inéquation (1)
Nous avons, pour tout x EI: lg(x)-g(y)] < 5’_ | x -y | (a), daprés Pénoncé.

Or: « C (x)= x admet une unique solution O sur [ /;+x [, avec: % <O <2

eC(x)=x <=> g(x)=x, pour tout x € I.

Dans ces conditions, il existe une unique solution & € I avec: g (0t) = CL.

DouVx€I (a)= lg(x)-gat)l<—-Ilx-ol

N~

<=> Ig(x)-alsi’lx-al.
Au total, pour tout x € I, nous avons bien: lg(x)-alsillx-al.

3. b. Calculons W, et W,

Nous avons: * W =

Dou: e W, = l, 785,

*W, = l, 827.

Au total, nous avons: w, = 1,785 et w, =~ /,827.
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3. ¢. Montrons par récurrence l'inégalité demandée, ¥V n € IN:

Préalablement, notons deux résuttats: *V x €[ /; 4o [, %< <2
'VxE[é;l]Jg(x)-alS—,lx-al.
2 2

n+/
Nous allons montrer par récurrence que: "V n€ IN,lw -l < (5/_) "
Initialisation: -« w, =
. l 3.

2

. 3
D OE|=:2]1.
oui car ]2,2[

QR vw

0+/
|<(—I) ? cad: lé-a,$i?
2 2 2

Donc vrai aurang " 0 ",
n+/
Hérédité: Soit n € IN, supposons |w - oul < (%)
/ n+2
et montrons qu'alors: lw -otl< (i) :

n+1
Supposons: |w - ol < (%) , pour un entier naturel n fixé.
(1

, , ,n+l
N = 'xlo-al<’ (—)
(1) >Zx i 2_x 2

n+2
= | u>-cxhsilm-4xls<l>
g(w,) 2 " 2

/ n+2
| ( 9 | (2)

/n+2.
= lmn+,-a|<(—) |
2
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I8
Conclusion VnEIN,lwn-als(é) |
3. d Déduisons-en que la suite (W ) est convergente et déterminons sa limite:

* La suite (w ) est croissante et est majorée, elle est donc convergente.
I I , n+/ l n+/ , n+/
* Deplus: lw - s(—) = -(—) sw-a<(—) :
e plus , 7 > (2 ) )

Or: < lim -<—> =0, car: —€]0,; /[,
n->+0 2 Z :

. , n+l ,
e lim <—> =0, car: —€]O0, /[
n—>+00\2 2 :

Dans ces conditions, d'aprés le théoréme des gendarmes, nous pouvons

affirmer que: lim w -Ot=0 ce quirevient d dire que: lIm w =CL.
h— 4 n— 4

Au total, la suite (w ) est croissante et majorée, elle est donc convergente et
converge vers L = CL.
4. Donnons un encadrement de o, damplitude 10-*:
Nous savons que la suite (w ) est majorée par .
Do: lw -atl=0t-w car: VnEIN,w <c.

/ n+! / n+l
Ainsi: lw-als(—) <=> Osa-w\(_) :
n 2- n 2

n+/
Dans ces conditions, nous pouvons écrire: w <O < W + (—l> :

n+/
Notons que " n" est tel que: (fl_) < 104
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<=> (n+1)In (5,_) < In(10°%)
S In (IOI"*), car
n(3)

et donc: In (%) <0

<=> (n+1)

/
—€]0,;/
2. ]OI [

In (10)
In(2)

=> nz(l}xln(,o))-/
In(2)

<=> (h+1)>4¢x

=> n= 13 car nest un entier naturel.
R\
Au total, lencadrement demandé est: w, < <w,+ (7—_) :
1
Notons que: w,<Q <w,+ (i) <=> 876 <L < 1,8777.
5. Déterminons pour quelle masse d'or (@ 10> prés), Pentreprise réalisera
un bénéfice nul:

A 10°% pres, la masse d'or demandée est d’environ: 18, 78 grammes.
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